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ABSTRACT 

Statistical methods for carrying out asymptotic inferences (test or confidence intervals) relative to one or two independent binomial 

proportions are very frequent in the literature. However, inferences about a linear combination of more than two independent 

proportions L = βipi have had very little attention paid to them (focused almost exclusively on the classic Wald method).  

This paper reviews the study by Martín et al. [19, 20]
 for the performance of such inferences, mainly from the more efficient 

viewpoint of the score method. That article offers approximate formulas that are easy to calculate, gives a general proof of Agresti‟s 

heuristic method (consisting of adding a certain number of successes and failures to the original results before applying Wa ld‟s 

method), the previous more powerful methods are modified giving them a continuity correction and proves that the score method 

(which verifies the desirable properties of spatial convexity and parametric convexity) is the best option in comparison with other 

methods, which can be solved using a free programme which is available from the webpage 

http://www.ugr.es/local/bioest/Z_LINEAR_K.EXE. 
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RESUMEN 

Los métodos estadísticos para efectuar inferencias asintóticas (tests o intervalos de confianza) relativas a una o dos proporciones 

binomiales independientes son muy frecuentes en la literatura. Sin embargo las inferencias acerca de una combinación lineal de 

más de dos proporciones independientes L = βipi han recibido escasa atención (centrada casi exclusivamente en el clásico método 

de Wald).  

Esta monografía resume la investigación desarrollada por Martín et al. 
[19, 20]

 sobre este tipo de inferencias, principalmente desde el 

más eficiente punto de vista del método de las marcas. En dichos trabajos se ofrecen fórmulas aproximadas de cálculo sencillo, se 

proporciona una demostración general del método heurístico de Agresti (consistente en añadir a los datos originales un cierto 

número de éxitos y de fallos antes de aplicar el método de Wald), se dota a los métodos más potentes de una corrección por 

continuidad y se demuestra que el método de las marcas (que verifica las deseables propiedades de convexidad espacial y 

paramétrica) es óptimo frente a otros métodos, proporcionando un programa gratuito que permite su resolución 

(http://www.ugr.es/local/bioest/Z_LINEAR_K.EXE). 

 

PALABRAS CLAVE:  Funciones lineales de proporciones; método Score; método de Peskun ; método de Wald ; método de 

Wilson  

 

1. INTRODUCCIÓN 

 

En los últimos años han tomado gran importancia [37] las inferencias acerca de una combinación lineal 

L= ipi de K proporciones binomiales independientes pi (es decir, inferencias basadas en la toma de muestras 
independientes de las poblaciones objetivo), especialmente en el ámbito de las Ciencias de la Salud. 

 

 

 

Muestras SÍ NO Total Coeficientes 

1 x1 y1 n1 β1 

2 x2 y2 n2 β2 

… … … … … 

K Kx  Ky  Kn  K  

Total a1 a2 n  

Tabla 1 

Tabla 2×K para muestras independientes 

 
Los datos obtenidos en este tipo de estudios suelen presentarse en el formato de la Tabla 1, en donde 

SÍ/NO alude a la presencia o ausencia de la característica que se estudia, 
ix  (yi) es el nº de individuos de entre 

los 
in  (tamaño de muestra) que sí (no) presentan la característica, βi son los coeficientes de la combinación 

http://www.ugr.es/local/bioest/Z_LINEAR_K.EXE
http://www.ugr.es/local/bioest/Z_LINEAR_K.EXE
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lineal (que habitualmente son conocidos y distintos de 0), 
1a = xi ( 2a = yi) son los totales de individuos que sí 

(no) presentan la característica y, finalmente, n = a1+a2 = ni es el tamaño total de la experiencia. Las variables 

aleatorias (
ix ) siguen distribuciones binomiales independientes 

i i ix B( n , p ) , con 1 2i , ,...,K , en donde 

ip  es la proporción (desconocida) de individuos de la población i  que presentan la característica en estudio.   

 

La combinación lineal L puede ser en unas ocasiones un contraste ( i = 0), en cuyo caso suele 
interesar realizar el test para H0: L = 0 o determinar un intervalo de confianza para L (IC en adelante), el cual 

puede obtenerse por inversión del test para H0: L = 0. En otras ocasiones la combinación lineal L puede no ser 

un contraste ( i  0), en cuyo caso suele interesar determinar un IC para L, el cual puede obtenerse también 

mediante la inversión del test para H0: L = .  
 

Históricamente, la atención se ha centrado en los casos con K  2, especialmente en el ámbito de la 
investigación médica. Ejemplos prácticos son el caso de los ensayos clínicos, que comparan dos tratamientos a 

través de la respuesta a una característica específica (usualmente el éxito del tratamiento) o el caso de los 

estudios epidemiológicos, que tratan de ver la relación entre un factor de riesgo y una enfermedad o efecto 

indeseado. Cuando K = 2, los objetivos pueden ser varios:  

 

 Realizar inferencias sobre la diferencia d = p2 p1 de dos proporciones (es decir, sobre L para 

1 = 1 y 2 = +1): Newcombe 
[27]

, Agresti and Caffo 
[2]

, Kang and Chen 
[16]

, Martín and Herranz 
[21]

, Brown and 
Li [6], Santner et al. [34], etc. 

 Realizar inferencias sobre la razón R = p2/p1 de dos proporciones (es decir, sobre L = p2 Rp1 

para 1 = R y 2 = +1): Chan [8], Agresti [1], Dann and Koch [12], Price and Bonnet [31], etc. 

 Realizar inferencias sobre una combinación lineal de dos proporciones L = 2p2+ 1p1 (con 1 

< 0): Phillips [30] y Martín and Herranz [24]. 

 

Cuando K = 1 (con lo que puede hacerse 1 = 1), el objetivo será realizar inferencias sobre la única 
proporción p1: Agresti and Coull [3], Newcombe [27], Brown et al [7], Agresti and Caffo [2]. 

  

Los casos con K > 2 son bastante menos habituales pero, aunque en los últimos años se les está 

prestando más atención dado su gran interés práctico [28, 31, 35, 37, 4, 39], hasta muy recientemente el problema 
prácticamente solo se ha abordado desde el punto de vista de los IC obtenidos por el clásico método de Wald 

(que Price and Bonett [34] y Schaarschmidt et al. [35] mejoran mediante el incremento de los datos en un cierto 

número de éxitos y de fracasos, lo que da lugar a los métodos adjusted Wald). Otro opción planteada por la 

literatura es la del método de Newcombe [28] que este utilizó para K = 4 y βi = 0 y que Zou et al. [39] generalizó 

para cualquier valor de K y de βi: sustituir las proporciones del método de Wald por los extremos del IC de 
Wilson [38] para cada una de ellas. 

  

El objetivo de este trabajo es hacer una revisión del análisis desarrollado por Martín et al. [19, 20] para las 

inferencias asintóticas acerca de una combinación lineal de varias proporciones. En dicha investigación se evalúan 

los métodos planteados en la literatura durante los últimos años y se proponen nuevos procedimientos como el 

método de las marcas (sobre el que hay común acuerdo de que produce mejores resultados que el de Wald, incluso 

para cualquier parámetro de una tabla de contingencia [18]) y el método de Peskun (basado en el criterio de Sterne 
[36]). Adicionalmente, el análisis del método de las marcas proporciona una prueba teórica del resultado heurístico de 

que el intervalo de confianza de Wald al 95% mejora si a cada muestra se le añaden 2/K éxitos y fallos, al tiempo 
que se generaliza el resultado para cualquier valor de la confianza. Finalmente se plantea una posible mejora de 

cualquier método si al mismo se les dota de una corrección por continuidad (cc en adelante) y se comparan los 

métodos propuestos (mediante estudios de simulación) con el fin de seleccionar el mejor de ellos.  

 

2. GENERALIDADES SOBRE EL TEST 

 

Sean K variables aleatorias binomiales independientes y L = ipi el parámetro de interés (con las 

proporciones pi desconocidas y los parámetros βi conocidos). Como el estadístico L = i
ip , con 

ip = xi/ni, es 

asintóticamente normal con media L = ipi y varianza 
2

i piqi/ni, siendo qi = 1–pi, entonces para contrastar H0: 

L =  vs. H1: L   (en donde 
0 0i i

i iB B , con B = βi y n = ni) hay que comparar del 

modo clásico el estadístico 
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2

2

2exp

i i i i

L
z

p q / n
  (1) 

con 2

2/z  (en donde z /2 es el percentil 1–α/2 de la distribución normal típica). La inversión del test, haciendo 
2 2

2exp /z z  y despejando λ, proporciona el  IC al (1–α) 100% de confianza para L. Estas expresiones no tienen 

utilidad hasta que las proporciones pi desconocidas sean sustituidas por alguna estimación de las mismas.  

 

2.1. Método de Wald y método de Newcombe 

 

La opción más simple y conocida consiste en sustituir pi por 
ip  en la expresión (1). Esto da lugar a los 

clásicos estadísticos de Wald y IC de Wald siguientes (en donde 1i iq p ): 

 

2

2

W 2

i i i i

L
z

p q n
, ICW: L ± zα/2

2

i i i ip q n ,  (2) 

obteniendo así lo que en adelante se denominará como procedimiento W. 

  

Otra opción algo más complicada es la de Zou et al. [39], quienes justifican teóricamente y generalizan 

el procedimiento propuesto por Newcombe [27, 28] para ciertos casos especiales de K = 2 y K = 4. El 

procedimiento (denominado en adelante por procedimiento N) consiste en sustituir las proporciones 

desconocidas pi por el extremo apropiado  del IC de Wilson [38] para las mismas: 

 

 

con 

2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

2 2

2 2

2 4 2 4
y

/ / i i / / i i
i / i /

i i

i i

i / i /

z z x y z z x y
x z x z

n n
l     u

n z n z
, 

con lo cual (el IC que sigue es la expresión utilizada por Martín et al. y no la original de Zou et al.): 

 

2 2

2

N 2 2

si

si

L R   L<
z

L R   L>
, 

1 2

N

2 2

/

/

L L z R
IC :  

L L z R
,  (3) 

en donde: 

 

2 2 2 2

0 0 0 0

1 1 1 1
(+) ( )

i i i i

i i i i i i i i i i i i

i i i i

u u l l l l u u
R = , R =

n n n n
. 

 Los dos procedimientos anteriores están basados en estimadores de las proporciones pi que no 

están restringidos por la hipótesis nula H0: L = .  
 

2.2. Método de las marcas 

  

Martín et al. [19] proponen sustituir las pi  por sus estimadores de máxima verosimilitud 
ip̂  bajo H0, 

obteniendo el IC por inversión del test. Esto da lugar al procedimiento S (que, como demostraron dichos 

autores, es equivalente al método de las marcas) consistente en resolver en C,  o 
2

Sz  (según sea el objetivo) la 

ecuación: 

  y = n + (B–2λ)C – Ri  = 0 (4) 

en donde C =
2

Sz /( L –λ), 
2 2 2 2 2i i i i i iR n C n b C  y bi = 1–2

ip .  

  

Cuando el objetivo es realizar el test (en cuyo caso λ es conocido) y L ≠ λ, entonces el estadístico 
2

Sz  

de las marcas es la única solución 
2

Sz ≠ 0 de la ecuación (4); cuando L = λ  se asume que 
2

Sz = 0. 

Alternativamente, si el investigador no desea conocer el valor de 
2

Sz , sino sólo saber si el test es significativo al 

error α, entonces basta aplicar la siguiente regla: 

 Decidir
2

1 2 0/H y C z / L   (5) 
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lo que simplifica los cálculos enormemente (su intensidad de cálculos es similar a la del test de Wald). 

Adicionalmente, si el objetivo es obtener los estimadores de máxima verosimilitud bajo H0 entonces la ecuación 

se resuelve en C y 
ip̂  =(ni+βiC–Ri)/2βiC. 

Cuando el objetivo es obtener el IC LI    L   LS (en cuyo caso 2

Sz = 2

2/z  es conocido), entonces Li son 

las únicas dos soluciones  de la ecuación (4). Si no existe solución para el extremo inferior (superior), entonces 

LI = B– (LS = B+). Similarmente cuando el objetivo sea obtener el IC para K en valores fijados de λ, βi ≠ βK y 
2 2

2S /z z . 

Obsérvese que todo lo anterior contiene como resultados particulares a los casos de una proporción (K 

= 1), de la diferencia de dos proporciones (L = d = p2–p1) y de la razón de riesgos (L = p2–Rp1 y  = 0). En 
particular los tests e IC de Mee [25] para d y de Koopman [17] para R son casos particulares del caso general L. De 

igual modo, la demostración de que 2 2

Sz  que proporcionan los autores, contiene como casos particulares a 

las demostraciones de Nam [26] y Gart and Nam [13] para d y R respectivamente. De hecho, la expresión (4) fue 

demostrada por Martín and Herranz [23] para el caso d. 

 

2.2.1. Aproximaciones generales y de tipo adjusted Wald. 

  

Con el fin de simplificar la resolución de la ecuación (4) en 2

Sz  (si se trata del test) o en λ (si se trata del 

IC), conviene obtener expresiones aproximadas de tal ecuación. Como demostraron Martín et al. 
[19]

, 

desarrollando en serie de Maclaurin el término Ri, la expresión (4) se convierte en esta otra: 

 
3 2 4

1 2 0S SL z L V z V ; , donde 
2 3

1 2 2

i i i i i i i

i i

p q p q b
V , V .

n n
  (6) 

Si se retienen sólo los términos de O(ni) ≥ –1 y se divide por L  se obtienen las clásicas 

soluciones de Wald de la expresión (2). Si se retienen sólo los términos de O(ni) ≥ –2, se sustituye 
24 2

1S Sz z L / V;  y se divide por L , entonces se obtiene 
2

10 L V;  2

2 SL V z
2

1 SV z . De 

esto se deducen los siguientes estadístico e IC aproximados: 

 

2 2

2 2 22 2

2 2 1 2

1 11 2 1

:
2 2

S S / / /

L V V
z , IC L z z V z

V VV L V / V
 (7) 

 
Es conocido que los métodos heurísticos adjusted Wald tienen su origen en la propuesta de Agresti and 

Coull [3] para el caso de una proporción (K=1) en el que demostraron que el centro del IC de Wilson (que es el 

IC de las marcas para una proporción) es igual al centro del IC adjusted Wald cuando los datos son 

incrementados en 
2

2 2/z / , siendo esta la razón de la buena actuación de este último. En base a la aproximación 

(7), Martín et al. [19] demostraron que eso mismo es lo que aproximadamente sucede en el caso de K > 1, ya que 

el método adjusted Wald con un incremento de los datos de: 

 
2 2

2 2

2

2

en donde
2 22

i / i /
i

ii /

n z n h z
c h  h

n h KKn z
;  (8) 

proporciona un IC cuyo centro es aproximadamente igual que el del 
S'IC  de la expresión (7). Obsérvese que 

haciendo 
ic h;  se obtiene el método adjusted Wald con un incremento de 2/K (que es el que proponen Price 

and Bonett [31] para α=5% si se considera que 
2

2/z  = 1,962 ≈ 4). 

  

Las aproximaciones anteriores son correctas [19] solo cuando los datos observados no pertenecen a la 

frontera del espacio muestral, es decir cuando 0 < xi < ni ( i). En otro caso, estos autores demuestran que las 
soluciones correctas son mucho más complejas, pudiéndoselas simplificar en un método adjusted Wald basado 

en el incremento: 

 
2

2
1

.
2

ij/

i

Kz
h

K
  (9) 

en donde i1 = 1 en todos los subíndices i que verifican {
ip = 0 y i < 0} o {

ip = 1 y i > 0} ( i1 = 0 en otro caso) 

y i2 = 1 en todos los subíndices i que verifican {
ip = 0 y i > 0} o {

ip = 1 y i < 0} ( i2 = 0 en otro caso). 

Obsérvese que cuando 0 <
ip < 1 ( i) ambos incrementos (

'

ih y h ) coinciden. 
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2.2.2. Propiedades de convexidad 

  

Para que un estadístico T cualquiera sea útil en la inferencia es preciso que verifique ciertas 

propiedades de coherencia.  

 

Barnard [5] indicó la conveniencia de que sean convexas las regiones críticas para el test clásico H0: d = 

0, lo que implica que el estadístico T debe ser creciente (decreciente) en 
2p  (

1p ), aunque tal crecimiento o 

decrecimiento no tiene que ser estricto. Röhmel and Mansmann [32] justificaron que lo mismo debe suceder en el 

caso más general de H0: d = δ. En el caso actual (H0: L = ) debería ocurrir que T sea creciente (decreciente) en 

las 
ip  con βi > 0 (βi < 0) es decir que T verifique la propiedad de convexidad espacial  lo que implica que las 

regiones críticas no presentarán huecos. Martín et al. [19] demostraron que el estadístico 2

Sz  verifica tal 

propiedad, demostración que contiene como casos particulares al caso de la diferencia H0: d = p2−p1 = δ 

(demostrado por Martín and Herranz [22]) y al caso de la razón de riesgos H0: p2−Rp1 = p2−ρp1 = 0. 

  

Röhmel and Mansmann [33] señalaron la conveniencia de que el p-value P(δ) para el test H0: d = p2−p1 ≤ 
δ sea creciente en δ. De modo general, para que el test H0: L = λ basado en T sea coherente es preciso que su p-

value P(λ) sea creciente (decreciente) en λ cuando λ < L  (λ > L ). Esto implica que el estadístico debe ser 

decreciente en λ, es decir T debe verificar la propiedad de convexidad paramétrica en λ. La verificación de tal 

propiedad, que es la que garantiza que la inversión del test mediante la igualdad 
2 2

2/T z  es equivalente a 

resolver la desigualdad 
2 2

2/T z , proporciona un IC para λ que no presenta huecos. De modo similar, para que 

el IC para βi sea coherente es preciso que T sea creciente en βi (convexidad paramétrica en βi).  En el Anexo de 

Martín et al. [19], se demuestra igualmente que 
2

Sz  verifica las dos propiedades de convexidad paramétrica (lo 

que contiene como caso particular al caso d de Martín and Herranz [22]).  

  

La anterior puede resumirse indicando que cualquier estadístico T debe de verificar las siguientes 

propiedades (
2

Sz  las verifica): 

  
0 0

0 0
0 0

i

ii i

 si dT dT dT
  ,   ,

 si dp d d
  (10) 

2.3 Método de Peskun 

  
El argumento que sigue (basado en el criterio de Sterne [36] y utilizado por Peskun [29] para el caso de la 

diferencia de proporciones) fue empleado por Martín et al. [20], con el fin de proponer el procedimiento P basado 

en una nueva estimación 
ip

(
 de las proporciones pi bajo H0. El test de las marcas para H0: L =  (con L = ipi) 

será significativo si 
2 2

S 2/z z  en todos los valores pi tales que L = λ; en consecuencia el objetivo debe ser 

determinar el mínimo valor de 
2

Sz  bajo la condición βipi = λ. Dichos autores demostraron que el estadístico y el 

IC son, respectivamente: 

2

2

22

4

2
P

i

i

L
z

B

n n

,

2
2 2 2

2 2 2

P 2

2

2
CI

2 2

/ / / i

i/

B LBz z n zn
: L

n n n nn z
  (11) 

 

3. INCREMENTO EN LOS DATOS ORIGINALES 
  

Como ya se comentó en la sección 2.2.1, Price and Bonett [31], motivados por los resultados de Agresti 

and Coull [3] y Agresti and Caffo [2] para los casos de una proporción y de la diferencia de proporciones 

respectivamente, comprueban que el IC de Wald mejora sustancialmente si la expresión (2) se obtiene en base a 

los datos xi+hi, yi+hi y ni+2hi, con hi = 2/K, es decir si a los datos originales se les añaden 2/K éxitos y 2/K 

fracasos. Esto da lugar al método adjusted Wald que denotaremos como W1 (en contraposición al método de 
Wald original que denotaremos como W0).  

   

Más recientemente, Martín et al. [19] comprueban que la mejor opción del tipo adjusted Wald es la 

proporcionada por dicho método con el incremento siguiente:  
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2

2

2

2

1 si 0 y 0 o 1 y 0
1

si
0 en otro caso2

en donde
1 1 si 0 y 0 o 1 y 0

si
2 0 en otro caso

i i i i
/ i i

i

/ i i i i i

i

   p     p   
z ( I K ) I  L

 K
h

z ( S K )    p     p   
  L S

K                                                        

(12) 

(al que denotaremos como W3) aunque una buena alternativa es el método W2 basado en el incremento hi = 
2

2 2/z / K . Obsérvese que cuando 0 < xi < ni ( i) entonces W2 = W3, y que si además se elige  = 5% entonces 

2

2 2/z / K ; 2/K y W1  W2 = W3. Cuando xi = 0 o xi = ni en algún valor de i (es decir, cuando algún dato 

observado se encuentra en la frontera del espacio muestral), los cálculos del método W3 se complican pues 

entonces el valor de hi es diferente según que se vaya a determinar el extremo inferior LI (caso de L ) o el 

extremo superior LS (caso de L ). 

  

Se ve pues que el procedimiento W proporciona cuatro métodos (W0, W1, W2 and W3) basados en los 

incrementos hi = 0, 2/K, 2

2 2/z / K y el indicado en la expresión (11), respectivamente. Lo mismo puede hacerse 

con los otros tres procedimientos N, S y P, obteniéndose así un total de 16 métodos de inferencia posibles: 

W0,..., W3, N0,..., N3, S0,..., S3, P0,…, P2 y P3. 

 

4. MÉTODOS CON CORRECCIÓN POR CONTINUIDAD 

  

Es conocida la conveniencia [10] de efectuar una cc cuando la distribución de una variable aleatoria 

discreta (como es la variable xi) se aproxima a través de una variable continua (como es la variable normal). 

Haber [14] propone que una cc debe consistir en sumar o restar a la variable la mitad de su salto promedio. En 

este caso, la variable es L  (el estadístico de contraste) y, como 
0 0i i

i iL  (pues 0  
ip   1), su 

salto total será i  y la mitad de su salto promedio, es decir la cc, será 2 1ic / N , con 

1iN n , pues N es el número total de puntos (x1,.., xK) del espacio muestral [20]. 

  

Para determinar el estadístico 2

expz  de la expresión (1) con cc basta con redefinirlo así: 2

cexpz = 0 si 

L c  y 
22

cexp i i i iz | L | c p q / n  si L c . Esto ocasiona los nuevos estadísticos 

2 2 2

c c cW N Pz , z  y z  obtenidos a través de las expresiones (2), (3) y (10) respectivamente. En el caso del test de las 

marcas, Martín et al. (2012) justifican que el estadístico 
2

cSz  se obtiene cambiando el valor 
2

Sz  de la expresión 

(4) por el valor 
2

2

cSz L / L c , siendo 
2

cSz  la incógnita de tal ecuación. 

  

Similarmente, para determinar el IC con cc basta con invertir los tests anteriores, lo que ocasiona los 

nuevos intervalos 
c c cW N PIC , IC  y IC  obtenidos a través de las expresiones (2), (3) y (10) respectivamente. En el 

caso del 
cSIC  de las marcas basta cambiar el valor 

2

Sz  de la expresión (4) por 
2

2

2/z L / L c  y 

determinar sus dos soluciones i con 
0i

i I L c  y 
0i

S iL c . 

 Sea cual sea el caso (IC o test), la introducción de la cc da lugar a cuatro nuevos 

procedimientos Wc, Nc, Sc y Pc provenientes de los métodos W, N, S y P respectivamente. Previsiblemente, por 

la propia definición de c, su efecto será despreciable para K > 2. 

 

5. ESTUDIO Y SELECCIÓN DEL MÉTODO ÓPTIMO 

Los métodos de inferencia que Martín el al. [19, 20] evalúan son inicialmente los 16 indicados (los 

métodos W0, W1, W2, W3, N0,..., P3), lo que incluye las propuestas más relevantes de la literatura; de ellos, 13 

son métodos nuevos (los denominados por W2, W3, N1, N2, N3, E0, E1, E2, E3, P0, P1, P2, P3). En todo caso, 

el objetivo perseguido por los autores era seleccionar el método o métodos óptimo/s (bajo los criterios que se 

especificarán) y, una vez realizada esa selección inicial, evaluar comparativamente los métodos más potentes 

con los métodos con cc a que dan lugar. 
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5.1. Descripción del estudio de simulación y criterios para la selección del método óptimo. 

  

Para efectuar la evaluación anterior se realiza un estudio de simulación [20] en cada una de las siguientes 

combinaciones de los parámetros (α, K, ni, βi): 

 α = 5% (aunque, en ocasiones especiales, también se contemplarán los errores del 1% y del 

10%). 

 K = 3, (n1, n2, n3) = (10, 10, 10), (30, 30, 30), (30, 10, 10) y (30, 20, 10), ( 1, 2, 3) = (1/3, 

1/3, 1/3), (1, 1/2, 1/2), ( 1, 1/2, 2) y (1, 1, 1). 

 K = 4, (n1, n2, n3, n4) = (10, 10, 10, 10), (20, 20, 20, 20), (20, 20, 10, 10) y (20, 15, 10, 5), ( 1, 

2, 3, 4) = (1/4, 1/4, 1/4, 1/4), ( 1, +1, 1, +1), (1/3, 1/3, 1/3, 1) y ( 3, 1, 1, 3). 

El proceso de simulación consistirá en lo siguiente: 

1) Fijar una combinación (α, K, ni, βi, método a evaluar). 

2) Para cada punto del espacio muestral (x1, x2,…, xK), obtener el IC ( I; S) para L al (1–

)·100% de confianza. 
3) Generar K valores de una distribución uniforme [0, 1] -los cuales formarán el vector de 

proporciones (p1, p2,…, pK)- y calcular el valor real de L para el mismo (L = ipi). 

4) Calcular el recubrimiento R y la longitud l del IC del método a partir de las expresiones 
siguientes: 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

0 0 0 1

0 0 0 1

K

i i i

K

K

i i i

K

n n n K
i x n x

i i K

x x x i i

n n n K
i x n x

i i S I

x x x i i

n
R ... p q I x ,x ,...,x

x

n
l ... p q L L

x

  (13) 

donde I(x1, x2, ..., xK) = 1 si el IC (LI, LS) que ocasionan las observaciones (x1, x2, ..., xK) contiene a L = ipi 
e I(x1, x2, ..., xK) = 0 en otro caso. 

5) El proceso se repite 10.000 veces, obteniendo así 10.000 valores Rj y lj a partir de los cuales se 

determinan el recubrimiento medio (Rmean), el recubrimiento mínimo (Rmin), la longitud media (lmean) y el 

porcentaje de “fallos” del método, es decir, el porcentaje de en los que el recubrimiento es menor del 93% (R < 

93). 

Para seleccionar el método óptimo, se asumen las siguientes reglas de actuación: 

(a) El primer paso será eliminar aquellos métodos que sean demasiado liberales, es decir los que 

tengan un valor excesivo del parámetro R < 93 (pues no tiene interés un método que tenga muchos “fallos”). 

(b) De los métodos que resten, se seleccionará aquellos que, teniendo un valor de R<93 pequeño, 

su valor de Rmean sea próximo al 95%, prefiriendo los métodos conservadores (Rmean > 95%) sobre los 

liberales (Rmean < 95%). 

(c) De entre los métodos que resten, se seleccionarán aquellos en los que Rmin sea grande (y 

cercano al nominal) y  lmean sea pequeño. 

(d) Finalmente, si sigue habiendo más de un método seleccionado, se preferirá aquel que sea más 

sencillo de aplicar (es decir, el que requiera de menos cálculos). 

  

5.2. Selección del método óptimo 

 A partir de los resultados obtenidos por los estudios de simulación (planteados como se indica 

en la sección anterior), Martín et al. [20]  deducen que:  

i) Si los tamaños de muestra son pequeños, es decir  ni  10 ( i), el mejor método es el método 
W3.  

ii) En otro caso, S0 es el mejor, pero una alternativa mucho más sencilla es el método W3 

(aunque es algo conservador, tiene algún fallo y provoca unos IC algo más amplios que S0);  

iii) Si se desea un método que no falle nunca, el método P0 es el mejor (pero es demasiado 

conservador y proporciona IC excesivamente amplios);  

iv) Si se desea utilizar siempre un mismo método, la mejor opción es el método S0c. 
 

Por tanto, las fórmulas aconsejadas para realizar inferencias serán las siguientes: 

 Método S0 (el mejor método, salvo que todos los tamaños muestrales sean menores o iguales 

que 10) 

 La expresión base es: 

2 Signo 0iy n L Β z L R  
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con 
2

2 2 2 4 22 1 2i i i i i iR n L z n p z L  y 
0i

i I SΒ L
0i

+

iΒ . 

Para obtener el intervalo (en cuyo caso  es desconocido), basta hacer en la misma z = z /2 y obtener las dos 

soluciones (λI ; λS) de la ecuación en . Para obtener el estadístico de contraste para el test (en cuyo caso  es 

conocido), basta obtener la única solución 2

0Sz  de la ecuación en z2. 

  Método W3 (el mejor método si todos los tamaños muestrales son menores o iguales que 10 y 

una buena alternativa en el resto de los casos) 

1) Incrementar todos los datos (los éxitos xi y los fracasos yi) en 2

2 2/z / K  si 0 < xi < ni ( i) o, en otro 

caso, incrementarlos en 

              

2

/2

2

/2

1
1 1 si  

. con para2
2

0 en otro caso

1
1 1 si  

. con para2
2

0 en otro caso

i

i i
i I

i

i

i i
i S

s
z I K   p

  I    
K

  
h

s
z S K   p

  S   
K

  

1  si  0
con 

1 si  0

i

i

i

 
s

 
 

2) El intervalo y el estadístico de contraste vienen dados, respectivamente, por las expresiones 

siguientes aplicadas a los datos incrementados anteriores: 

   
2

2

i i i

/

i

p q
L L z

n
, 

2
22

3
i i i

W

i

p q
z L

n
 

 Método P0 (método muy conservador pero que no falla casi nunca) 

El intervalo y el estadístico de contraste vienen dados, respectivamente, por las expresiones siguientes 

(en las que B= i): 
2 2

2 2 2

22 2 2

02 22
2

2 4
 

2 2 2

/ / i /

P

i/ i

i

B L LBz z n zn
L L , z

n n n nn z B

n n

 

Como la aplicación del método de las marcas (con y sin cc) requiere de un proceso iterativo, Martín et 

al. [19, 20] desarrollaron un programa gratuito que permite la resolución del mismo para este tipo de inferencias. 

Dicho programa, que se encuentra en el enlace web siguiente: http://www.ugr.es/local/bioest/Z_LINEAR_K. 

EXE, proporciona los resultados según los procedimientos S0, S0c, W3 y P0, indicando en cada caso cual es el 
método óptimo a escoger. 

6. EJEMPLOS 

Price and Bonett [31] aluden a un estudio de Cohen et al. [9] en el que se anotó la presencia o ausencia de 

un tumor en cuatro grupos de 30 ratas sometidas a cuatro dietas (con mayor o menor grasa y con o sin fibra). La 

Tabla 2 muestra los resultados obtenidos y los tres contrastes de interés para evaluar el efecto de la fibra (L2),  para 

evaluar el efecto del nivel de grasa (L3) o para evaluar la interacción entre ambos efectos (L1: la diferencia entre 

los efectos de la fibra según que se determinen a uno u otro nivel de grasa). En todos los casos 0i
 (por lo que 

se trata de contrastes). 

 

Fibra CON SIN 

Grasa Alta B

aja 

Al

ta 

B

aja 
Sample size (ni) 30 3

0 

3

0 

3

0 
Rats showing cancer 

(xi) 
20 

1

4 

2

7 

1

9 

 

Efectos β1 β2 β3 
β

4 

L1=Fibra×Grasa +1 
–

1 

–

1 

+

1 

L2=Fibra +1 
+

1 

–

1 

–

1 

L3=Grasa +1 
–

1 

+

1 

–

1 

Tabla 2 
[31]

 

http://www.ugr.es/local/bioest/Z_LINEAR_K.%20EXE
http://www.ugr.es/local/bioest/Z_LINEAR_K.%20EXE
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Tebbs and Roths [37] aluden a los datos (Tabla 3) de un ensayo clínico multicéntrico cuyo fin era evaluar 

la eficacia de un régimen rebajado en sal en el tratamiento de bebés varones con diarrea aguda. Una de las 

características a medir era el número de niños que experimentan fiebre con la administración del tratamiento o 

durante el ensayo. El objetivo es estimar el porcentaje de sujetos que responden al tratamiento. A causa de que 

el nivel de participación es diferente, pues depende de la localización, una estimación natural de la proporción 

global es la media de las probabilidades de respuesta pi en los K=5 lugares, es decir 
i iL p  con 

i i in / n  (este modo de proceder es el adecuado si acaso los tamaños muestrales son proporcionales a los 

tamaños poblacionales). Ahora 0i
. 

 

Localización Tamaño de muestra (ni) Casos de fiebre (xi) Coeficientes (βi) 

Bangladesh 

Brasil 

India  

Perú 

Vietnam 

158 

107 

175 

092 

143 

73 

32 

44 

34 

104 

158/675 

107/675 

175/675 

092/675 

143/675 

Total 675 287 1 

Tabla 3 
[37]

 

 

Si deseamos saber si el test de interacción para la Tabla 4 (H0: L1=0 vs. H1: L1≠0) es significativo (a un 

error α=5%) sin realizar demasiados cálculos, podemos utilizar la regla de la expresión (5). Para el ejemplo se 

tiene que: λ=B=0, 2

2/z = 2

2 5. %z =1.962 y 2

1 2 30 15 1 96L / , C . , 2

iR = 30 {30+1.962 (ai+7.5 1.962)} con 

ai=10, 2, –24 y 8 para i=1, 2, 3 y 4 respectivamente. Por ello, el valor de C en la función es y(C)=120 iR = 

–129.866 < 0, luego el test no es significativo. 

  

El método S0 aplicado a los contrastes L1, L2 y L3 proporciona los valores 
Sz = 0.412, 2.424 y 

+2.803 respectivamente, lo que indica que son significativos los efectos de la fibra (L2) y de la grasa (L3), pero 

que no hay interacción entre ambas (L1) como se comprobó en el párrafo anterior. Para cuantificar la magnitud 

de los efectos de L2 y L3 hay que determinar el IC para cada una de ellas. Alternativamente, los tests anteriores 

pueden realizarse a través del IC para L1, L2 y L3. 

   
La Tabla 4 contiene los IC al 95% para todos los contrastes de la Tabla 2 y de la Tabla 3 realizados por 

los métodos S0, W3 y Pa0. Puede observarse que, como se indicó arriba, los contrastes L2 y L3 son significativos 

al error del 5% (pues sus IC contienen al valor 0), pero el contraste L1 no lo es (pues sus IC no contienen al valor 

0). Sin embargo, en la evaluación de la magnitud de los diversos intervalos para Li o L se producen algunas 

diferencias entre métodos. Se observa que el método P0 proporciona unos IC excesivamente amplios, salvo para 

tamaños muestrales grandes (como en el caso de L). Finalmente se ve que el método W3 proporciona unos IC de 

anchura similar a la del método S0, pero sus centros son algo más diferentes (salvo en el caso de L, de nuevo por 

causa de los grandes valores de ni). 

 

IC (Tablas 4 y 5) = Centro (1ª entrada) ± Radio (2ª entrada) 

Método L1 L2 L3 L 

E

0 
0,0719  0,3164 0,3934  0,3162 0,4581  0,3161 0,4256  0,0349 

W

3 
0,0646  0,3162 0,3876  0,3162 0,4522  0,3162 0,4256  0,0348 

P

0 
–0,0646  0,3520 –0,3876  0,3454 0,4522  0,3428 0,4256  0,0372 

Tabla 4: Análisis de los datos de las Tablas 2 y 3 

 
La Tabla 5 muestra las salidas obtenidas al aplicar el programa Z_LINEAR_K.EXE [19, 20]  para cada 

uno de los ejemplos planteados. 
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Z_LINEAR_K (2012) - Version 2.4 

  The program provides the asymptotical inferences (z-statistic or confidence 

  intervals CI) for the parameters L=Beta1*p1 +...+ BetaK*pK (a lineal function 

  of K independent proportions) or R=p2/p1 (the relative risk), by means of the 

  optimal procedures and the score procedure.The key are: 

   xi=Binomial variable (ni=sample size; pi=probability) 

   TEST: H: L=lambda vs. K: L=/lambda or H: R=rho vs. K: R=/rho 

   CI (confidence interval): L1<=L<=L2 or R1<=R<=R2 

   cc=continuity correction 

Test e intervalo de confianza para la interacción (L1) 

 

Sample=    xi      ni       Betai     pi_LH 

  1         20 30       1.00       0.6850 

  2         14      30       -1.00      0.4457 

  3         27      30       -1.00      0.8918 

  4         19      30       1.00   0.6526 

Totals     a1=80   n=120    B=0.00           B(-)=-2.00  B(+)=2.00 

 

PARAMETER=L,   ERROR(%)=5.00,   LAMBDA=0.00,   L(sample)=-0.0667 

 

METHOD               │Z│-STATISTIC  P-VALUE   OPTIMAL IF 

Score (without cc)  0.4119     0.6804     Some ni>10 and K>3 

Score (with cc)     0.4118     0.6805     Some ni>10 and K=3 

Adjusted Wald       0.4004         ---      ni<=10 for all i (otherwise is a bit conservative) 

Peskun               0.3651     0.7150     Much conservative, but almost never fails 

 

METHOD                   L1        L2     OPTIMAL IF 

Score (without cc)   -0.3882          0.2445     Some ni>10 and K>3 

Score (with cc)        -0.3882          0.2445     Some ni>10 and K=3 

Adjusted Wald        -0.3808          0.2516     ni<=10 for all i (otherwise is a bit conservative) 

Peskun                     -0.4167          0.2875     Much conservative, but almost never fails 

 

Test e intervalo de confianza para el efecto de la fibra (L2) 

Sample=    xi      ni       Betai     pi_LH 

  1         20 30       1.00       0.7568 

  2         14      30       1.00      0.5855 

  3         27      30       -1.00      0.8313 

  4         19      30       -1.00   0.5110 

Totals     a1=80   n=120    B=0.00           B(-)=-2.00  B(+)=2.00 

 

PARAMETER=L,   ERROR(%)=5.00,   LAMBDA=0.00,   L(sample)=-0.4000 

 

METHOD               │Z│-STATISTIC  P-VALUE   OPTIMAL IF 

Score (without cc)  2.4241     0.0153     Some ni>10 and K>3 

Score (with cc)     2.4241  0.0153     Some ni>10 and K=3 

Adjusted Wald       2.4023     ---      ni<=10 for all i (otherwise is a bit conservative) 

Peskun               2.1909  0.0285     Much conservative, but almost never fails 

 

METHOD                   L1        L2      OPTIMAL IF 

Score (without cc)   -0.7096         -0.0772      Some ni>10 and K>3 

Score (with cc)        -0.7096          -0.0772     Some ni>10 and K=3 

Adjusted Wald        -0.7038          -0.0714      ni<=10 for all i (otherwise is a bit conservative) 

Peskun                     -0.7329          -0.0422     Much conservative, but almost never fails 

Test e intervalo de confianza para el efecto del nivel de grasa (L3) 

Sample=    xi      ni       Betai     pi_LH 

  1         20 30       1.00       0.5267 

  2         14      30       -1.00      0.6012 

  3         27      30       1.00      0.8156 

  4         19      30       -1.00   0.7411 

Totals     a1=80   n=120    B=0.00           B(-)=-2.00  B(+)=2.00 

PARAMETER=L,   ERROR(%)=5.00,   LAMBDA=0.00,   L(sample)=0.4667 

METHOD               │Z│-STATISTIC  P-VALUE   OPTIMAL IF 

Score (without cc)  2.8033     0.0051     Some ni>10 and K>3 

Score (with cc)     2.8033  0.0051     Some ni>10 and K=3 

Adjusted Wald       2.8027     ---      ni<=10 for all i (otherwise is a bit conservative) 

Peskun               2.5560  0.0106     Much conservative, but almost never fails 

METHOD                   L1        L2      OPTIMAL IF 

Score (without cc)   0.1420          0.7742      Some ni>10 and K>3 

Score (with cc)        0.1420          0.7742      Some ni>10 and K=3 

Adjusted Wald        0.1360           0.7684      ni<=10 for all i (otherwise is a bit conservative) 

Peskun                     0.1094          0.7950      Much conservative, but almost never fails 
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Intervalo de confianza para L 

Sample=  xi       ni       Betai 

  1       73      158           0.23 

  2       32      107           0.16 

  3       44      175          0.26 

  4       34      92            0.14 

  5       104     143           0.21 

Totals            a1=287     n=675       B=1.00          B(-)=0.00  B(+)=1.00 

 

PARAMETER=L,   CONFIDENCE(%)=95.00,   L(sample)=0.4252 

 

METHOD                    L1          L2            OPTIMAL IF 

Score (without cc)   0.3907      0.4604       Some ni>10 and K>3 

Score (with cc)        0.3907      0.4604       Some ni>10 and K=3 

Adjusted Wald        0.3908      0.4604        ni<=10 for all i (otherwise is a bit conservative) 

Peskun                     0.3884      0.4628       Much conservative, but almost never fails 

 

Tabla 5: Resultados con Z_LINEAR_K.EXE 

 

7. CONCLUSIÓN 

 
En el presente trabajo se ha hecho un resumen de la investigación realizada por Martín et al [19, 20] 

acerca de las inferencias asintóticas sobre una combinación de varias proporciones binomiales independientes.  

El problema se aborda principalmente desde el punto de vista del método de las marcas (equivalente al 

método de la chi-cuadrado clásica), demostrándose la idoneidad del mismo frente al resto de procedimientos. 

Como la aplicación del método requiere de un proceso iterativo, el lector puede aplicar el programa gratuito que 

puede obtener en http://www.ugr.es/local/bioest/ Z_LINEAR_K.EXE. 

 

El trabajo proporciona también una demostración teórica del resultado heurístico de que el intervalo de 

confianza al 95% de Wald mejora si a cada muestra se le añade 2/K éxitos y fallos. Adicionalmente, se 

generaliza esta regla, de modo que un IC sencillo y fiable (aunque conservador) consiste en aplicar el clásico el 

método de Wald de la expresión (2) añadiendo a cada muestra 
ih  éxitos y fallos, cantidad que se reduce a 

2

2 2/z / K  cuando 0<xi<ni en todas las muestras (que es lo más habitual). 

 

Además se define un nuevo procedimiento, basado en el método de Peskun [29], el cual puede ser una 

buena alternativa a las dos metodologías anteriores mencionadas por tener un buen comportamiento. Asimismo, 

se dota a los métodos más potentes de una cc, destacando la óptima actuación del método de las marcas con cc y 

se señala también, la importancia de que cualquier estadístico de test verifique las propiedades de convexidad 

espacial y paramétrica. 
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